Capitulo 5
APLICACOES LINEARES

Notac¢ao: Seja f uma funcdode X em Y,ouseja, f: X —Y

X f
—

Dominio de f Conjunto de chegada de f

Imagem de f = Contradominio de f = Im f'= conjunto das saidas
dos elementos do dominio de f

Definicao:
Seja |f - B" — R™ | uma aplicacao. Diz-se que f € uma
aplicacao linear se satisfaz as seguintes propriedades:

. ¥x e R", Va € R, f(ax) = af(x),
2. Vx,x0 € R", f(x1 +x0) =f(x1) + f(x2).

Oservacao: As duas propriedades anteriores podem escrever-se
numa so

Vx1, % € R", Vaq, a0 € R, f(&-lxl + G:QXQ) = &1f(X1) + Ct'gf()(g).

Exemplos:
@ A fungao f definida por ,
f: R® — R’
(X_.j/) — (X + ,V:*eryz)
¢ linear?



© A aplicacéo f definida por
f: R® — R
(X:}/) —  (2y, X) élinear?

Teorema:
Sef: R" — R™ é uma aplicacao linear, entao

1. f(Ogn) = Ogn.
2. f(—x) = —f(x), ¥x € R".

Dem:

Exerciciol:
A aplicacao

f: R — R’
e linear?
(x,y) — (v.x,2)
Matriz Candénica de uma Aplicacao Linear

Considere os vectores candnicos de R"”
e =(1,0,...,0), & =(0,1,...,0),..., e, =(0,0,...,1)

Qualquer vector de IR "' se escreve como combinacéo linear de
€1, €2.. .., €n da seguinte forma:

(X1,X2,...,Xn) = X161 + X062 + ... + Xp€p.

f(x1,X2,....Xn) =x1f(e1) + xof (e2) + ... + xpf(en).

ou seja, a imagem de qualquer vector de R", por f, pode escrever-se como
combinacao linear dos vectores f(ey), f(e),....f(ey).



Definicao:

Sejam f : R" — R™ uma aplicacao linear e e; = (1,0,...,0),

e =1(0,1,...,0), ..., e, =(0,0,...,1) os vectores candnicos de R".
Chamamos matriz candnica de f, e denotamo-la por My, a matriz cujas
colunas sao f(e1),f(e2)....,f(en).

Exemplo:
Seja
f: RP— R’
(x,v,z) — (x+y,—z.x+ z)

uma aplicacao linear. Entao

®£(1,0,0) =(1,0,1), ®£(0,1,0) = (1,0,0),
® f(0,0,1) =(0,-1,1)
logo
(1 1 0 |
M=1{0 0 -1
1 0 1 |
Para que serve a matriz de uma aplicacao linear?

2 11 072
My|3l=100-1]]3
1] Lro o1 ][],



Observacao:

f(x1,X2,...,%p) = x1f(e1) + xof (e2) + ...+ xaf(en) = My

Isto significa que se nos derem a matriz canonica, My, de uma aplicacac
linear, f 1 R" — R™, através da igualdade anterior podemos obter:

Q a imagem de um vector de R" por f
@ a expressao da aplicacao f

© informacao sobre se um dado vector de R™ pertence a Im f

Exemplo:
Seja f 1 R?® — R? a aplicacdo linear tal que
0 21
Mr = [ 11 1 ] |

® A imagem do vector (1,1,0) por f €,

[ 1 1

0 2 1 2
v | 1 _[_1 ; 1] 1 _[O},
0 0

o vector f(1,1,0) = (2,0).
@ A expressao da aplicacdo f é,

wlo =[5 20 - 20

7 7

f: R® — R?

logo (x,y,2) = (2y+z,—x+y+2).



© 0O vector (1,1) € Im f porque o sistema

o 2 11| | 1
11 1| | YT

Z

0 2 1[1] — [-11 1|1
AIB] = [—1 1 1‘1] ho— b [ 0 2 1‘1]’

é tal que r(A) =2 = r([A|B]) < 3 = nlimero de incégnitas.
logo possivel e indeterminado. Resolvendo,

1 1 1|1 — 1 -1 —-1]|-1 —
0 2 1|1 | h—==L |0 2 1|1 | k=1

I 1
1 1 —1—1] — [10—2

Assim, uma solucao particular é x =0, y

(0,0,1) de R? é tal que £(0,0,1)

= 0, z=1. Ou seja, o vector
(1,1).
Teorema:

Seja A uma matriz de tipo m x n. Entdo, existe uma, e uma so, aplicacao
linear f : R™ — R™ cuja matriz canonica, My, € A.



Exemplo de aplicacao linear de R> em R?

Rotagoes em torno da origem

Seja 0 um angulo. Consideremos a aplicacio
A
V

f ) Rz — Rz f(x],xZ)
0 (x1,x2)
>

X
que faz girar cada vector (x1,x;) de R?, em torno da origem,
segundo umangulo de amplitude 6, no sentido anti-horario.
fé linear. Ora,

f(e1) = (cos 6,sen @), f(ex) = (—sen 6, cos 6).
A sua matriz candnica, que denotamos por Rp:

R cos 8 —sen 6
| sen cos 6

- entao a matriz cnonica da rotacao de

nal=

Exemplo: Se 6 =

angulo 7 &



Nucleo e Imagem de uma Aplicacao Linear

Definicao:

Seja f : R" — R™ uma aplicacao. Seja S um subconjunto de R”,
define-se

Definicao:
Seja f : R" — R™ uma aplicacao linear.

FR?) = Im £ = {F(x1,+...Xn) : (X1,...,%n) € RV

> “Imagem de f” Im f € R™.

Exemplo: Considere a aplicagao linear
f: R — R°

(Xl. }c‘.’g) — (Xl — X2, —2X1 + 2x7, Xl),
Tem-se,
Imf = {f(x.x) €R?: (x1.x) € R?}
= {(x1 — x2. —2x1 + 2x2,x1) : x1,x2 € R}

= {x(1,-2.1) + x2(—1,2,0) : x1,x € R}
— < (1,-2,1),(~1,2,0) > .

Observacao:
Seja f . R" — R™ uma aplicagdo linear, entao Im f = f(R") € um
subespaco de R™.



Definicao:
Seja f : R" — R™ uma aplicacao linear.
Chama-se nucleo de f e denota-se por Nuc f ou Ker f, o conjunto

> “Nucleo de f” NUC f '; R"

Observacao:
Sendo f : R” — R™ uma aplicacao linear, repare-se que os conjuntos

Imf ={f(xg,.... xn): (x,....x,) e R"}

sao distintos. Enquanto que Im f € um subconjunto de R™, Nuc f é um
subconjunto de R,

Exemplo: Seja
f: R> — R?
(Xl.Xz) — (Xl — X, —2x1 + 2X2).

Entao,
Nuc f ={(x1,x2) € R*: f(xq,x) = (0,0)} =

{(x1.x2) € R®: (x1 — x2, —2x1 + 2x2) = (0,0)}.

Assim, obtém-se o sistema linear homogéneo
x1 —x2 =0
—2x1 +2x0 =0 _

Resolvendo vem x; = x2. Logo,



Nuc f = {(x1.x2) €R?*: x; = xp}

= {(x,x1): xxeR}f = < (1,1) >
Observacao:
Nuc f é um subespaco do conjunto de partida.

Aplicacoes Lineares Injectivas, Sobrejectivas e Bijectivas
Seja f uma fungdode XemY,ouseja, f: X—Y

X f
—

Dominio de f Conjunto de
chegada de f

e f é iInjectiva se

!

vx,x' ex,  f(x)=f(x) = x=x"

ou seja, f € injectiva se elementos diferentes de X
tem imagens diferentes.

e f é sobrejectiva se

Yvey dxeX f(x)=y

isto é, f é sobrejectiva se qualquer elemento de y
é imagem, por f, de algum elemento de x

e f & bijectiva se f € injectiva e sobrejectiva, isto &,

vy ey, 3lxex f(x)=y




Proposicao: (Injectividade em Operadores Lineares)
Sejaf: R" — R™ uma aplicacao linear. Entao

f € injectiva se, e so se, Nuc f = {Opn |.

Dem:
Exemplo:
O Seja
f: R* — R’
(x1, %) = (x1—x2, —2x1 + 2x3).
Como,

Nuc f = {(x1,x2) €R?: x1 = x2}

entdo f nao € injectiva.

O Seja
f: R* — R’
(X1, x2) = (X1 —Xx2.x2,0).
Como,
Nuc f = {(x1,x2) € R? (x1 — x2,x2,0) = (0,0,0)}
— {(}(’1,}(’2)61@.2: Xl—XQZO, ){2:0,0:0}
— {(0,0)}

entao f é injectiva.

Qual a Relacao da Injectividade e Sobrejectividade com a
Matriz Canénica de uma Aplicacao Linear?

Observacao:
f: R"™ — R™ aplicagdo linear e M a matriz candnica de f




e f éinjectival <& Nuc f = {0pn} <

& o sistema homogéneo Mg X = 0 é possivel e determinado

o f & sobrejectiva <> todo o elemento de R"™ & imagem por f

de algum elemento de R"” < © sistema Mg X = B é possivel,

qualquer que seja a matriz coluna B cujo vector esta em R™
Consequéncias: f : R” — [R™ aplicacao linear

© Se "> M, entdo f ndo é injectiva;(pode ser sobreject. ou nao)

© Se M > n, entdo f ndo é sobrejectiva  (pode ser inject. ou n&o)

© Sem=n, entdo f & injectiva se, e s6 se, f é sobrejectiva.
Exercicio2: Considere a aplicacao linear

f: R?’—}R?’ (X!yrz) — (X—|_JV!Z:O)

a) E sobrejectiva? b) E injectiva?

Proposicao:
Sejaf: R" — R™ uma aplicacao linear. Entao,

1. Se W =< vq,...,vgx > é subespaco de R", entdo
fF(W)=<"f(vi),...,f(vk) > .
2. Sef éinjectiva e S é um conjunto de vectores linearmente

independentes, de R", entdo, f(S) é um conjunto de vectores
linearmente independentes de R™.



Composicao de Aplicacoes Lineares
Considere as aplicagoes lineares

f:A—B g:B—C

Tem-se, Composicao g apos f

A%B—}C gc:nf: A— C
\gof 7 x = gof(x)=g(f(x))

Proposicao:

Sef: R" —R"eg: R™ — R¥ forem duas aplicacées lineares, ent3o
a aplicacio g o f : R" — R¥ é uma aplicacio linear.

Dem:

Qual a relacao entre as matrizes canoénicas?

f:R”—}Rm/\_'Mf g:Rm_}RR/\_’Mg
. k

gof: RT—R" > My ? Ha relacoes?

Proposicao:
Sejam f: R" — R™ e g: R™ — RK duas aplicacées lineares cujas
matrizes canonicas sao My e Mg. Entdo, a matriz candnica de
gof: R" — Rk é obtida por

M

g

E:]]‘( — Mng*

Dem:



1
Exemplo:

Sejam f : R* — R? a rotacio em torno da origem, segundo o angulo de
amplitude 6 e g : R — R? a rotacio em torno da origem, segundo o
angulo de amplitude p.

As matrizes candnicas de f e g sao

cos # —senf cos p —sen p
Re = . R, =
sen 8 cos sen p CoS p

A composicio g o f : R? — R? é a aplicacio linear que tem a matriz
canonica

coSs —sen cos @ —sent
T el |

sen p COs p sen # cos 0

| cos (p+6) —sen (p—+0)
_[sen(erQ) cos (p + 0) ]=RP+9,

ou seja, g o f € a rotacao em torno da origem segundo o angulo de
amplitude (p + 6).

Aplicacoes Lineares Invertiveis

Sejam A, B conjuntos e f : A — B uma aplicacdo. Dizemos que f é
invertivel se existir uma aplicacao g: B — A tal que

fog=idp , gof =idp
em que
idg: B— B : idy: A— A

X X X X



Observacao:
O f: A— B é uma aplicacao invertivel se, e sé se, f ¢ bijectiva.

Q A aplicacio g tal que gof = id, f o g = id chama-se a
inversa de f e representa-se por -1

A /K“
-1
@v\f/
Q Sef: A— B éinjectiva, entdo f : A— Im f é bijectiva, pelo
que existe f 1 : Imf — A

Im f

Teorema:
Seja f: R" — R" uma aplicacao linear. Se a matriz candnica, My, de f

¢ invertivel entio
1. f éinvertivel

). a matriz candnica de f ™1 é Mg-1, isto é My—1 = M L



