
APLICAÇÕES LINEARES

Notação: Seja  f  uma função de X em Y, ou seja,   f : X  Y 
                   
                            X              f                          Y

                                x                         y=f(x)

              Domínio de f                  Conjunto de chegada de f

Imagem de f = Contradomínio de f = Im f = conjunto das saídas 
dos elementos do domínio de f

Definição:
Seja       uma aplicação. Diz-se que f é uma 
aplicação linear se satisfaz as seguintes propriedades:

       

Oservação: As duas propriedades anteriores podem escrever-se 
numa só 

Exemplos:
 A função f definida por

                            
      é linear?
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 A aplicação f definida por 
                                    
                                        (2y, x)     é linear?

Teorema:

Dem:

Exercício1:
A aplicação 

                        é linear?

Matriz Canónica de uma Aplicação Linear

Considere os vectores canónicos de 

.

Qualquer vector de  se escreve como combinação linear de 
 da seguinte forma:

              

 então
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Definição:

                             =[  |  | ..... |  ]

Exemplo:
Seja 

                       

                      
                                                                     
logo   

                            
Para que serve a matriz de uma aplicação linear?

    = ?

   =?
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Observação:           

Exemplo:

                            

   

             

   
   

logo              
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logo possível e indeterminado.  

                                  

Teorema:
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Exemplo de aplicação linear de R2 em R2

Rotações em torno da origem

 
                                                 y                  

                                    f(x1,x2)
                                                                   (x1,x2)
   
                                                                             x

 f é linear.  Ora,

         

                        

Exemplo:   então a matriz cnónica da rotação  de 
ângulo  é 

    ,     logo             
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Núcleo e Imagem de uma Aplicação Linear
Definição:

                                                    “Imagem de S por meio de f ”

Definição:

      

                                                 “Imagem de f ”        

Exemplo: Considere  a aplicação linear

                                   
Tem-se,

 
          
 
          

          

Observação:
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Definição:

                                                 “Núcleo de f ”        

Observação:

           

              

                   

Exemplo: Seja 

                           
Então, 

               

                             

Assim, obtém-se o sistema linear homogéneo

                               .

Resolvendo vem  Logo,  
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Observação: 

Aplicações Lineares Injectivas, Sobrejectivas e Bijectivas

Seja  f  uma função de X em Y, ou seja,   f : X  Y 
                   
                        X                 f                          Y
                              x
                                                           y=f(x)
Domínio de f                                                   Conjunto de 
                                                                                 chegada de f

 
                      X,     

 X             
                                                              

                           Y,     X,    

 Y  
                             X.

                         Y,      X,   
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Proposição: (Injectividade em Operadores Lineares)

                    
Dem:

Exemplo: 
 Seja

                          
Como,

                          

                             
então f não é injectiva.

 Seja 

                       
Como, 

               
então f é injectiva.

Qual a Relação da Injectividade e Sobrejectividade com a 
Matriz Canónica de uma  Aplicação Linear?

Observação:
 aplicação linear    e     a matriz canónica de f 
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 o sistema 

  todo o elemento de  é imagem por f 

de algum elemento de  

qualquer 

Consequências:      aplicação linear    

   Se    então  f  não é injectiva;(pode ser sobreject. ou não)

  Se  então f não é sobrejectiva    (pode ser inject. ou não)

 Se m=n,   então  

Exercício2: Considere a aplicação linear 

             ,     .
   
a) É sobrejectiva?  b) É injectiva? 

 Proposição:    
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Composição de Aplicações Lineares

Considere as aplicações lineares

                    ,    .

Tem-se,                                         Composição g após f              
                  

                                                    

Proposição:    

Dem:

Qual a relação entre as matrizes canónicas?

                                       

                             ? Há relações?

Proposição:

                                        
Dem:
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Exemplo: 

   

 

                         = ,

Aplicações Lineares Invertíveis
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Observação:

 À    chama-se a 
     inversa de f e representa-se por 

                 A                         f                          B
            
                       x                                   y=f(x)
                                           f -1

 
 

      
  
                 A                         f                          B

                       x                                   y=f(x)
                                          f -1                                          

Teorema: 

 

1


